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5. CURVAS E INTEGRAL CURVILINEA

5.2. Integral curvilinea

Para simplificar, a partir de ahora se entenderd por curva una curva simple y suave a trozos.

Integral curvilinea de una funcién escalar

Sea v C R™ una curva (simple y suave a trozos) parametrizada por v : [a,0] — R"y f : D — R,
cony C D C R™ un campo o funcién escalar. Se define la integral curvilinea de f sobre v como:
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siempre que esta integral exista (como integral propia o impropia).

Ejemplo

Calcula la integral curvilinea de f(x,y) = xy sobre la parte de la circunferencia x? + y? = 1 que
esta en el primer cuadrante.

Observaciones

1. Si es el grafo de la funcién continua ¢ : [a,b] — R, una parametrizacién de v es «a(t) =
(t, p(t)), a <t < b,y laintegral curvilinea de una funcién escalar f(z,y) definida sobre = es:
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2. Laintegral curvilinea no depende de la parametrizacién elegida ni del sentido en que se recorre
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la curva:

3. Si f =1, entonces:

Aplicaciones

1. Masa y centro de gravedad de una cuerda. Supongamos que una cuerda o cable viene
representada por la curva v C R™ parametrizada por a : [a,b] — R"™, y que p(x) es la
densidad de masa en el punto x € . Entonces, la masa de la cuerda m y su centro de

gravedad G (29,23, ..., 27,) son:
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2. Valor medio de una funcién sobre una curva. El valor medio de la funciéon f : D — R,
D C R", alo largo de la curva v C D es:
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3. Area de una pared. Si~y C R? y f > 0 sobre v, la integral curvilinea de f sobre 7 tiene
el sentido del area de la pared edificada verticalmente sobre v con altura en cada punto dada

por f:
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Ejemplo

Calcula la masa de una espiral del muelle con forma de hélice de ecuacion a(t) = (acost, asint, bt),
t € [0,27], con a,b > 0, si la densidad puntual de masa es p(z,y, z) = 2% + y? + 22.

Ejercicios
1. Calcula la integral curvilinea de las siguientes funciones sobre la curva que se indica:

(a) f(z,y,z) =eV?, sobre a(t) = (1, 2, t2), t € [0,1].
(b) f(z,y,2) =y 3, sobre a(t) = (logt)i+tj+ 2k, t € [1, €].

2. Calcula el valor medio de las siguientes funciones sobre la curva que se indica:
(a) f(x,y,2) =x+y+ z sobre a(t) = (sint, cost, t), t € [0, 27].
(b) f(z,y,2) = xcosz, sobre a(t) = (t, t2, 0), t € [0,1].

3. Un alambre tiene la forma de la curva interseccién de la esfera 22 + 32+ 22 = 1 con el el plano

r +y+ 2z = 0. Halla su masa sabiendo que la densidad puntual es p(z,vy,2) = z°.

Soluciones y/o sugerencias a los ejercicios:

1. (a) % (b) (22— (2 + 1),
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